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Kapitola 1

Télesa

Téleso je algebraicka struktura se dvéma binarnimi operacemi, jez maji ,,prijemné*
vlastnosti.

Jde o netrividlni komutativni okruh, kde ke kazdému nenulovému prvku exis-
tuje inverze vzhledem k nasobeni.



Télesa

Definice 1.1. (T¢leso) Télesem nazveme usporadanou trojici (7, +,-), kde T je
neprazdnd mnozina a + a - jsou zobrazeni splnujici nasledujici pozadavky

e (T,+) je komutativni grupa, to jest:

1) +:TxTw—T, (uzavienost)
2.) Ya,b,ceT:a+ (b+c)=(a+0b)+c, (asociativnost)
3.) 30€TVaeT:a+0=0+a=a, (existence nulového prvku)
4)VaeTd —a€T :a+(—a)=(—a)+a=1, (existence inverznich

prvki vzhledem ke s¢itani)

5) Va,beT :a+b="0b+a, (komutativnost)

e (7,-) je komutativni monoid, to jest:

1) 2T xTwT, (uzavienost)
2.) Ya,b,ceT:a-(b-c)=(a-b)-c, (asociativnost)
3)31e€TVaeT: :a-1=1-a=a, (existence jednotkového prvku)
4)NYa,b€eT:a-b=>b-aq, (komutativnost)
eVacT—-{0}Jda €A :a-at=a"'a=1, (existence inverznich prvki
vzhledem k nasobeni)
o 0+#1, (netrivialnost)
e Nasobeni je distributivni zleva i zprava, to jest:

1.) Va,b,ceT:a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
2.) Ya,b,ceT: (b+c)-a=(b-a)+ (c-a).

Mezi nejznamé;jsi priklady téles patii téleso racionélnich éisel (Q, +, -) a téleso
realnych cisel (R, +, -) (s obvyklym séitdnim a ndsobenim racionalnich, respektive
realnych ¢isel). Celd ¢isla s obvyklym séitdnim a ndsobenim celych ¢isel téleso
netvori — nenajdeme inverzni prvky vzhledem k nasobeni (kromé jednic¢ky a minus
jednicky — ty je maji).



1.1 Konecn4 télesa

1.1 Konecéna télesa

Znamym prikladem konecéného télesa je téleso (Z,, +, ), kde p je néjaké prvocislo.
Jde o téleso zbytkovych trid modulo p s obvyklym s¢itanim a nasobenim zbytko-
vych tiid. Jako konkrétni piiklad uvedme (Zs, +,-). Pro jednoduchost oznacme
prvky Zs jako 0,1,2,3,4 (misto Os,...,45). S¢itdni a ndsobeni je potom ddno
tabulkami:
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Télesa (Z,, +, -) jsou télesa, kterda maji p prvki. Nejsou vSak jedinymi konec-
nymi télesy. D4 se ukdzat, ze vSechna konecnd télesa (T, +,-) spliuji podminku

T| =p",

kde p je prvocislo a n € N. Navic, pro kazdé prvocislo p a prirozené ¢islo n umime
zkonstruovat konecné téleso o p™ prvcich. Ukazme si na konkrétnim prikladé.

1.2 Konstrukce télesa GF(3?%).

Vyjdeme z okruhu polynomu (Zs[z|, +,.). Prvky Zs[z| jsou polynomy jedné neu-
ré¢ité nad Zs. Jsou to polynomy ve tvaru

-1
apx" + ap_12"" " + ... a1 + ag, kde a; € Zs,

Pro jednoduchost zapisu budeme dale misto amod 3 psat pouze a. Jinak fe-
¢eno, misto zbytkovych trid budeme psat jejich libovolného reprezentanta. Na-
ptiklad, misto 1mod 3 mizeme psat jen 1, ale i —2, nebo 4 . ...

S¢itéani a ndsobeni polynomu v Zs[z| je definovano ,prirozenym zptisobem. “
[lustrujme na ptikladech:

(*+22° —o+2)+(20° +22° —x— 1) =32 + 42 — 20 + 1 = 2® + 2 + 1,

(23 +2) (227 —2) =22° — o' +42® — 22 = 22° + 22 + 2% 4 x.



Télesa

Nyni si vybereme néjaky ireducibilni polynom p(z) druhého stupné nad
Zs3 a faktorizujeme Zs[x] podle mnoziny (idedlu) nasobki tohoto polynomu -
ozna¢me ji [p(z)]. To jest, vznikne struktura

Lslx]/p(ay = {£(x) + [p(x)] | f(z) € Zs[2]},

kde
f(z) + [p(2)] = {f(z) + k- p(z) | k € Zs}.

Vsimnéme si, ze

(f (@) +p(2)+lp(x)] = {f (@) +p(2)+kp(x) | k € Zs} = {f(x)+ki-p(x) | k1 € Zs} = f(x)+[p(x)

Z toho je zrejmé, ze f(x) + [p(z)] a g(x) + [p(x)] jsou tytéz prvky mnoziny
Z3[x]/p(zy) Prave kdyz se lis{ pouze o nasobek polynomu p(z) - pravé kdyz davaji
stejny zbytek po déleni polynomem p(x). Jinak feceno, t¥idu rozkladu f(z)+[p(x)]
muzeme reprezentovat zbytkem z polynomu f(z) po déleni polynomem p(x).
Mnozinu Zs[x|/p) tedy mizeme chépat jako mnozinu vSech moznych zbytki,
které muzeme obdrzet pii déleni polynomu z Zs[z] polynomem p(x).

Kolik takovych zbytki je? To zélezi na stupni polynomu p(x). Vezméme kon-
krétni priklad:

plz) =2 +2+2.

Jedna se o ireducibilni polynom nad Zs. Pti déleni timto polynomem miizeme
obdrzet jako zbytek libovolny polynom nad Zs, jehoz stupen je mensi nez 2. Jde
o polynomy:

0z +0 )
Oz +1
Oz + 2
lz+0
lz +2 » = pocet prvki Zs[z]/pw) je 3’
lx+3
2¢ 4+ 0
2x + 1
20 +2 )

Scitani a nasobeni prvki z Zs[x]/ |y je opét definovano ,pfirozenym zpiiso-
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Mnozina Zs[z]/j) s takto definovanymi operacemi bude tvofit konecné té-
leso.
Da se ukdzat, Ze nezavisi na vybéru reprezentantti - misto s prvky Zs[]/p()
(zbytkovymi ti¥idami) mzu pracovat s jejich reprezentanty - polynomy nad Zs
stupné mensiho nez tri.
Tabulky nasobeni a scitani v Zs[x]/|px) proto mizeme psat ve tvaru:
. 0 1 2 X x+1 | x+2 2x 2x+1 | 2x+ 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 x r+1 | z+2 2z 20 +1 | 20+ 2
2 0 2 1 2x 204+2 | 22+ 1 x r+2 | z+1
X 0 x 2z 20+ 1 1 z+1 | z+2 | 20+ 2 2
x+1 0 r+1 | 22+2 1 x+2 2x 2 T 20 4+ 1
X+ 2 0 x+2 |22+1| z4+1 2x 2 2x + 2 1 T
2x 0 2z T x+2 2 20 +2 | 2x+1 | z+1 1
2x+1 0 20+1 | 42 | 20+ 2 x 1 r+1 2 2x
2x + 2 0 20 +2 | v+ 1 2 2z +1 x 1 2z T +2
+ 0 1 2 X x+1 | x+2 2x 2x+1 | 2x+2
0 0 1 2 x z+1 | z+2 2x 20+ 1 | 20+ 2
1 1 2 0 z+1 | z+2 x 204+ 1 | 20+ 2 2x
2 2 0 1 x4+ 2 x z+1 | 22+2 2x 20 +1
X T r+1 | z+2 2x 20 4+1 | 20+ 2 0 1 2
x+1 | z+1 | x+2 T 20 4+1 | 20+ 2 2x 1 2 0
X+2 | z+2 x r+1 |2 +2 2z 2z +1 2 0 1
2x 2x 20+ 1 | 20+ 2 0 1 2 x z+1 T+ 2
2x+1 | 2x+1 | 22+ 2 2x 1 2 0 z+1 | z+2 x
2x +2 | 22+ 2 2x 20 + 1 2 0 1 x+2 x z+1

Jak bylo fe¢eno, mnozinu Zg[x]/y(») mizeme chapat jako mnozinu vSech moz-
nych zbytki, které muzeme obdrzet pri déleni polynomiu z Zs[z] polynomem p(x).

Zvolili jsme p(x) = 22 + x + 2. Neni to v3ak jediny ireducibilni polynom stupné

2 nad Z3! Co kdyz zvolime jiny, napriklad:

22417

Obdrzime jinou strukturu? Zkusme.

Mnozina zbytkt bude jisté stejna - ptjde o vSechny mozné polynomy stupné

mensiho nez dva nad Zs. Jak bude vypadat jejich tabulka s¢itani? Ta se proti
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predchozimu pripadu také nebude lisit — s¢itani bude fungovat stejné — nezavisi
na volbé polynomu. Tabulky nasobeni v Z3|x]/ (2419 & Zs3[x]/[3241) se vSak lisit
budou. Napisme si je pod sebe:

Tabulka nasobeni vZs[x]/jz241]

. 0 1 2 4 x+1 | x+2 2x 2x +1 | 2x+ 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 T rz+1 T+ 2 2x 20+1 | 20+ 2
2 0 2 1 2x 204+2 | 2z +1 T T+ 2 rz+1
X 0 T 2 2 r+2 | 2x+2 1 z+1 | 20+ 1
x+1 0 r+1 [22+2 | x42 2x 1 20 + 1 2 T
x4+ 2 0 z+2 |2z+1 | 2z + 2 1 T z+1 2x 2
2x 0 2x T 1 20+1 ] z+1 2 2042 | x+2
2x + 1 0 20+1 | 242 | z+4+1 2 2x 2r+ 2 T 1
2x + 2 0 20+2 | z+1 | 2z+1 T 2 T+ 2 1 2x
Tabulka nadsobeni vZs[z] /(24249
. 0 1 2 X x+1 | x+2 2x 2x+1 | 2x + 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 T r+1 T+ 2 2x 20+ 1 | 20+ 2
2 0 2 1 2x 204+2 | 2z +1 T T+ 2 z+1
X 0 T 2x 20 + 1 1 r+1 | z+2 | 20+2 2
x+1 0 z+1 | 2z+2 1 x4+ 2 2x 2 T 20 +1
X+ 2 0 z+2 |2z+1| z+1 2x 2 2+ 2 1 x
2x 0 2x T T+ 2 2 2042 | 22+1| z+4+1 1
2x +1 0 20+1 | z4+2 |22+ 2 T 1 r+1 2 2x
2x + 2 0 2r+2 | z+1 2 2+ 1 T 1 2x T+ 2

Vsimnéme si, ze prvni tii fadky a také prvni tii sloupce jsou stejné, jinde se
tabulky lisi. Ukazeme, ze i presto jde kvalitativné o tytéz struktury.

Preuspofadejme prvky v tabulce nasobeni v Zg[x]/(z2 1449
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Tabulka nasobeni vZs|x]/ 241

. 0 1 2 X x+1 | x+2 2x 2x+1 | 2x + 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 T z+1 T+ 2 2x 20+ 1 | 20+ 2

2 0 2 1 2x 2042 | 2x+1 T T+ 2 z+1

X 0 T 2x 2 r+2 | 2x+2 1 z+1 | 22 +1
x+1 0 z+1 |224+2 | v+ 2 2x 1 20+ 1 2 T
X+ 2 0 r+2 |2z+1 |22 +2 1 T z+1 2x 2

2x 0 2x T 1 20+1 ] z+1 2 20+2 | z4+2
2x+1 0 20 +1 | z4+2 | z+1 2 2x 20+ 2 T 1
2x + 2 0 204+2 | z+1 |2z+1 T 2 x+2 1 2x

Tabulka nasobeni vZs[x] /1,24 449)

. 0 1 2 X+ 2 X x+1 |2x+1|2x+2 2x
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 T+ 2 T z+1 | 224+1 | 20+ 2 2x
2 0 2 1 20+ 1 2x 2042 | z+2 z+1 T
X+ 2 0 z+2 | 2z+1 2 z+1 2x 1 T 20+ 2
X 0 T 2 z+1 | 2z+1 1 2r+ 2 2 T+ 2
x+1 0 r+1 | 20+ 2 2x 1 T+ 2 T 20+ 1 2
2x+1 0 20+1 | z+2 1 2 + 2 x 2 2x z+1
2x + 2 0 20+2 | z+1 T 2 20 +1 2x T+ 2 1
2x 0 2x T 2042 | x+2 2 z+1 1 20 +1

1.3 Zakladni otazky a odpovédi
e Existuji kone¢na télesa?
Ano, naptiklad (Z,, +-).
e Kolik prvki mohou mit konec¢na télesa?

Kazdé konecné téleso ma p™ prvki, kde p je prvocislo a n je prirozené ¢islo.

e Existuje konecné téleso o p" prvcich pro kazdé prvocislo p a pri-
rozené cislo n?
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Ano. Pro kazdé n € N a pro kazdé prvocislo p existuje ireducibilni polynom
p(x) € Zy|z], ktery je stupné n. Jsme tedy schopni zkonstruovat téleso
GF(p") = Zy|z]/p(x). Jde o téleso zbytkl po déleni polynomem p(z).

Pro¢ by mél byt polynom p(x) pouzity pi¥i konstrukci kone¢ného

télesa ireducibilni?

V opac¢ném pripadé by vznikla struktura nebyla télesem. Jednoduchy pci-
klad. Pokud bychom se snaZili sestrojit GF(2?) pomoci polynomu

px)=2"-1=(r—1)(z+1) € Zy,

Doslo by k tomu, ze

(2 =D+ [p()]) - (& + 1)+ [p@)]) = ((z = D@+ 1) +[p()]) .

(. i .

#0= 0+[pf€r22 [@]/[px)) #0= 0+[pf€r22 [©]/ [p(a)) =0= 0+[pf€r22 [©]/ [p(a))

A k tomu v télese nesmi dojit! V télese neexistuji netrivialni délitelé nuly!

Ireducibilnich polynomi stupné n nad Z,[x] muze byt vice. Do-
stanu pro razné ireducibilni polynomy pri konstrukci konec¢ného
télesa rtzna konecna télesa?

Ano, i ne. Prvky téchto téles jsou stejné, tabulky sc¢itani také, tabulky
nasobeni se vsak lisi. Nicméné tato télesa jsou izomorfni. To znamena, ze
pri vhodném ,prejmenovani - oznaceni“ prvki téles bychom obdrzeli stejné
tabulky nasobeni.
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